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※ 4題のうち，任意の 3題を選択して解答する．

1 以下の問いに答えよ．

(1) x > −1において，不等式 log(1 + x) <= xが成り立つことを示せ．

(2) x >= 0のとき，不等式 x− x2

2
<= log(1 + x)が成り立つことを示せ．

(3) 自然数 nに対し，an =
(

1 +
1
n2

) (
1 +

2
n2

)
· · ·

(
1 +

n

n2

)
と定める．このとき，極限値 lim

n→∞
an を求めよ．

log an =
n∑

k=1

log
(

1 +
k

n2

)
と (1)(2)より，

n∑
k=1

(
k

n2
− 1

2
k2

n4

)
<= log an

<=
n∑

k=1

k

n2

ゆえに， lim
n→∞

log an =
1
2
から， lim

n→∞
an =

√
e

2 N を 2以上の自然数とし，複素数 α, βは α + β = 2N − 1, αβ = (N + 1)2という関係を満たしているとする．自然
数 nに対し，Cn = αn + βn とおく．以下の問いに答えよ．

(1) C2, C3 をそれぞれ N の式で表せ．

C2 = 2N2 − 8N − 1, C3 = 2N3 − 21N2 + 6N + 2

(2) 恒等式 xn+2 + yn+2 = (x + y)(xn+1 + yn+1)− xy(xn + yn)に注意して，すべての自然数 nに対し，Cn は整数で
あることを示せ．

Cn+2 = (2N − 1)Cn+1 − (N + 1)2Cn と C1 ∈ Z, C2 ∈ Z から明らか．

(3) Cn+2 + Cn+1 + Cn は nで割り切れることを示せ．また，このことを用いて，C2017 をN で割った余りを求めよ．

以下，mod N で
Cn+2 = (2N − 1)Cn+1 − (N + 1)2Cn ≡ −Cn+1 − Cn から Cn+2 + Cn+1 + Cn ≡ 0
さらに C1 ≡ −1, C2 ≡ −1, C3 ≡ 2 から，CnをN で割った余りはN − 1, N − 1, 2, N − 1, N − 1, 2, · · · と繰
り返す．ゆえに C2017 ≡ N − 1

3 cを正の定数とする．f(x) = x2 − cとして，曲線 C : y = f(x)上に点 P1(a1, f(a1)), P2(a2, f(a2)) をとる．ただ
し，

√
c < a2 < a1 とする．直線 P1P2 と x軸との交点を点 (a3, 0)とし，点 (a3, f(a3))を P3 と定める．以下同様に，

直線 Pn−2Pn−1 と x軸との交点を (an, 0)とし，点 (an, f(an))を Pn と定める．以下の問いに答えよ．

(1) P1, P2, P3 の位置関係を図に示すことにより，
√

c < a3 < a2 < a1 が成り立つことを説明せよ．

4以上の自然数 nに対しても，同様に
√

c < an < an−1 が成り立つ．以下ではこの不等式を用いてよい．

(2) an と f(an)を an−2, an−1 で表せ．

an =
an−1an−2 + c

an−1 + an−2

, f(an) =
(a2

n−1 − c)(a2
n−2 − c)

(an−1 + an−2)2

(3) f(an) <
1
4
f(an−2)を示せ．

f(an) <
(a2

n−1 − 0)f(an−2)
(an−1 + an−1)2

<
1
4
f(an−2)

(4) 極限 lim
k→∞

a2k を求めよ．

0 < f(a2k) <

(
1
4

)k−1

f(a2)より， lim
k→∞

f(a2k) = 0 これと a2k >
√

cより， lim
k→∞

a2k =
√

c

1



4 座標平面上を動く点 Pの座標 (x, y)が，時刻 tの関数として x = r(t) cos t, y = r(t) sin tと表されているとする．た

だし，a <= t <= b (0 <= a < b <= 2π), r(t) > 0とする．時刻 tにおける点 Pの位置を A，時刻 t = bにおける点 Pの位置
を Bとし，点 Pが描く軌跡を C とする．原点 Oと A，Bを結ぶ 2本の線分 OA，OB および曲線 C によって囲まれた

図形の面積 S は公式 S =
1
2

∫ b

a

{r(t)}2 dt · · · (∗)により与えられる．以下の問いに答えよ．

(1) a = 0, b <
π

2
とし，点 Pが直線 x = 1上を動くとする．このとき，(∗)の右辺の積分を実際に計算し，その値が図

形の面積と一致することを確かめよ．

r(t) =
1

cos t
より，

1
2

∫ b

0

1
cos2 t

dt =
1

2
tan b

以下では，nを自然数とし，r(t) = 2 + cos ntとする．

(2) n = 8, a = 0, b = 2πの場合に r(t)の最大・最小に注目して，曲線 C の概形をかけ．

(3) a = 0, b =
π

2
の場合に，公式 (∗)を用いて S を nで表せ．また，極限 lim

n→∞
S を求めよ．

S =
9

8
π +

2

n
sin

nπ

2
+

cos nπ

8n
, lim

n→∞
S =

9

8
π

(コメント)
非常に難しい問題の並ぶ年が多いですが，今年は例年に比べるとかなり易しいセットです．それでも受験生にとっては
手ごわいでしょう．
数学的には中身のしっかりした良問です．現実的なボーダーラインを考えると，大問 1つ当たり 1時間くらいかけて

もよいわけですから，焦らずじっくりと取り組みましょう．
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